Nekonecn netricky rad

Co si treba zopakovat ...
Zopakujeme si, ¢o je ... nekonecna geometricka postupnost’.

Zopakujeme si, ako vypocitat ... kvocient geometricke] postupnosti.

Potom si ukdZzeme ako vznika nekonecny geometricky rad.
Budeme trochu zjednoduSovat,
trochu experimentovat,

trochu intuitivne rieSit ulohy.

Geometricka postupnost’ ako mnohé postupnosti méze byt dana radom Cisel,
pomocou funkéného vztahu, pomocou n-tého ¢lena, rekurentne pomocou prvého

¢lena a kvocientu postupnosti.

Napriklad:
Rad cisel Funkény vzt'ah n-ty ¢len Rekurentny vzt'ah
1,5,25, 125, ... y=51 xeN a, =5"" a;=19=5

Viyriesme teraz niekolko uloh, ktorymi si geometricku postupnost pripomenieme.

Uloha 1 Zistite, &i je dana postupnost’ geometricka:

n-1
a) a, = Gj b) b, =42" c) ¢, =n’+n d) d, =2n3

Riesenie: Ukazeme si rieSenie a).
Zistovanie, Ci je postupnost geometricka, sme realizovali pomocou faktu, Ze:
kazdy nasledujuci €len geometrickej postupnosti

je nasobkom predchadzajuceho ¢lena.

Tento nasobok sme nazvali kvocientom a platilo @,,4 =a,*q.
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Alebo sme zistovali, Ci je:

Podiel kazdych dvoch za sebou nasledujucich ¢lenov postupnosti rovnaky,

a
tzn. Ze plati g = =0t
an
Pre lahSie zistovanie nasobku alebo podielu — kvocientu sme si vypisali niekolko
prvych Clenov postupnosti a potom sme urcili kvocient, ktory potvrdzoval, Zze

postupnost’ je geometricka.

1 n-1
%3

Vypocitajme si niekolko prvych ¢lenov postupnosti, zapiSme si ich do tabufky,

z ktorej je lahSie viditelny podiel, ¢i nasobok medzi ¢lenmi.

1-1 0
_(1J _(1j_ nl1[2[3]4]s
== == =1
3 3
S T R I T S
1) 1)1 1 " 3|9 |27|81
a2 =| — =\ — = —
3 3 3
N1y 1
a;=|= = (_) == Vidiet, ze kazdy nasledujuci €len v tabulke
3 3 9 vznika nasobenim predchadzajuceho ¢lena
N oY 1 zlomkom E
3 3 27
Alebo, Ze podiel dvoch za sebou nasledujucich
1V (1Yt 1 1
a = — = —_ = — )4 . ’ . -
5 3 (3) 31 Clenov je rovnaky a je to 3"

KedZe postupnost je nekonecna, potrebujeme konkrétny vysledok dokazat pomocou

a
vztahu pre jej Cleny. PouZijeme alebo @, 1 =a,-( alebo ( = .
a

n

UrCime si ¢leny pre oba vztahy:

Ak a (1]“—1 potom a (1j(”+1)1 (1j”
n=| 5 ' n+l = | 5 =15l
3 3 3
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a
Dosadime a, a a,,; do niektorého zo vztahov. My si vyberame vztah = .

an

B
5 T an-l
Potom = 8 _ 30 3 " _gnln_g1

(1jn—1 1 . 3n
- n—
3 3

Hodnotu g si kazdy méze inak - podla svojich vedomosti o mocninach.

_1
=

Napriklad aj takto:

1
3n—1 ) q

1
- Umocnime si zlomky v zatvorkach 3—n =

. s . , , -1

- Vynasobime si obe strany rovnice mocninou 3" .
1 _

- Ziskame —n-3n 1:q.

- Potom 3_n-3n_1:q,tedaq:3_1:%.

Alebo takto:
Potrebujeme len vediet, Ze mocniny s rovnakym zakladom delime tak, ze zaklad

opiSseme a exponenty odc¢itame.

1 n 1 n-1
Potom si do vztahu @,,,; =a,-( dosadime (gj = (5} - avyjadrime q tak,

n-1
Ze obe strany podelime mocninou (éj .

raan o (5T

Zaver: Kedze existuje Q také, ze plati a,,q1 =a,°(, postupnost’ je geometricka.

Uloha 2 Vypoégitajte kvocient geometrickej postupnosti:

2n-1
a) a, = (%j b) bn :31—2n Cc) Ch :Sn—_z d) dn =4n+2
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Riesenie: Ulohu mézeme riesit tak isto, ako ulohu 1.
KedZe postupnost’ je nekonecna, pre vypocet kvocientu mdézeme pouzit

a
alebo @,.,q =a,-q alebo = -0t
n

Aby sme si boli isti, Zze rieSenie je spravne, vypocitame si hodnoty prvych ¢lenov
postupnosti a potom pouZijeme jeden z uvedenych vztahov.

VyrieSime si ulohu b).

212 o1 1
b =3""=3"%=3 =3

b, =322 gl _33_ 1 1

$ 27

_ e . 1 1
23 _gl-6_g5_ 1 _ 1
bs 3P 243

Vidiet, Ze kazdy nasledujuci ¢len postupnosti vznika nasobenim predchadzajuceho

1 1
Clena zlomkom 5 Predpokladame teda, Ze kvocient postupnosti bude —.

Urcéime si €leny pre vztahy, z ktorych mézeme urcit’ kvocient:
Ak b, =3"2" potom b, ,, = gi-2(n+l) _ gl-2n-2 _ g-1-2n
Dosadime b, a b,,; do vztahu b,.; =b,,-0.
Ziskame 37172 =32n -q.

Obe strany podelime mocninou 32,

Potom:

al2n.al2n _ ol-2n—(1-2n) _ a-l-2n-1+2n 2 1
q=312:3 2 _3 -3 -37 =2

O

1
Zaver: Dokazali sme, ze = 5

Ako vznika nekoneény geometricky rad?

Vznika z ¢lenov nekonecnej geometrickej postupnosti a to pomocou ich suctov.
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Cleny nekone&ného geometrického radu preto pri ich tvorbe oznadujeme pomocou
premennej S;, a ak je geometricka postupnost dana pomocou a,, , potom su:
SI=9

So=a1+a,

S3=a; +a, +dj

S4=8 +a,+az+ay,

V matematike pre zapis nekonecného geometrického radu pouzivame symbol
sucétu — sumy.

Potom za nekonecny geometricky rad povazujeme:

0
Zan:a1+a2+a3+ ............ +an+
n=1

2
Plati: Zan = a.l + 8.2

n=1

3

Zan :a1+a2 +a3
n=1

4

Zan :a.1+a.2 +a3+a.4, atd'.
n=1

O geometrickej postupnosti vieme povedat, €i je rastuca alebo klesajuca, Ci je
ohrani¢ena zdola, zhora, ......

O nekonéenom geometrickom rade hovorime, ze méze byt konvergentny alebo
divergentny.

Nekonecny geometricky rad je konvergentny, ak pre jeho kvocient plati:

\q\<1, to znamena —1<qg<1.

Ak je nekonecny geometricky rad konvergentny, moézeme urcit' jeho

a
Plati pren vztah: S = — =
1-q
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Uloha 3 Zistite, &i je dany rad geometricky.

Ak ano, zistite, i je rad konvergentny a urcte jeho sucet.

a3 2 b) T3 0) §(§jm2
n=12"% n=1 n=1\ 4

d) ¥5.23" e) 35".302 s 13-3“
n=1 n=1 n=14""

RieSenie pozostava z troch krokov:

1. Zistit, i je dany rad geometricky, znamena urcit kvocient napriklad zo vztahu
any =apq.

2. Zistit, &i je rad konvergentny, znamena zistit, & kvocient spifia nerovnost

-1<g<1.

. : : - s a
3. Ak kvocient vyhovuje nerovnosti —1< g <1, ur€ujeme sucet S = e

1-¢

VyrieSime Ulohu d) > 5- 23
n=1

Zistujeme, Ci je rad geometricky, tzn. vypocitame kvocient.
a, =5-2%"

a,,, =5 23—(n+1) _5.93n-1_p o2-n

Potom pouzijeme vztah a,.; =a,-q a z neho:

q=a,,, = (5. 22—n): (5. 23—n)= 1. 22—n—(3—n) _92-n=3+n _ 5-1 =%

KedZe existuje realne Cislo q , rad je geometricky.

1
Plati —1< > <1, takze rad je konvergentny a mézeme urdit’ sucet.

a, 52%' 522 20
Potom S = = = ===
1-q 1_E 1 05

2 2

40.
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Problémova uloha:
Porozmysfajte, ako suvisi konvergencia geometrického radu s ohrani¢enostou

a monoténnostou geometrickej postupnosti.

Zelam Ti pri rie vel'a trpezlivosti.
Nezabudni vat mocniny.
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