Komplexné ¢isla

A Pojem komplexného ¢isla v algebrickom tvare, uréovanie realnej
a imaginarnej €asti €isla, znazornovanie komplexného €isla v Gaussovej
rovine

Algebricky tvar komplexného Cisla a=a +a,-i
Realna ¢ast’ komplexného Cisla a

_ komplexného Cisla a,

Gaussova rovina — znazornovanie komplexnych Cisel v pravouhlej sustave suradnic
(realne Cast na os x a imaginarna €ast na os y) pomocou bodu
alebo vektora

Imaginarna jednotka — z rieSenia kvadratickej rovnice v mnozine komplexnych

Cisel:

1. UrcCte redlnu a imaginarnu Cast danych komplexnych Cisel a znazornite ich
v Gaussovej rovine.

a=2+3-i b=-3+2-i c=—-4-5-1
d=05-02-i e=—12+1i f=-38-i
eoll2 o L2 =181
2 3 5 7 7 3
54+3-i 1-6-i 10-i+9
l: m: n:—
2 3 5
RieSenie:

Oznacte si realnu ¢ast’ komplexného Cisla x; a _t’ X,.
Bl 2 @@=
; Poznamka: znamienko ,krat*

b=-3+2] =3 4

gl - v imaginarnej ¢asti Cisla

treba pisat.
B - B R
Plati: a=2+3-i=2+3i

d=05-02-i d;=05 |[dg==02

e=—12+i eq=-12 |e=1
f=asi =0 |[EEEE
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1 . . . .
g=—+2. g1 = S Znazornenie v Gaussovej rovine
po-Lyzi g 1

7 5
1 .
k=1==-2—i Ik=1=
7 3 7
l:5+3-1 I =25
2
1-6-i 1
3 3
10-i+9 9
n= n=—-
5 5

Na obrazku su prvé tri komplexné €isla znazornené graficky v Gausovej rovine
pomocou vektorov.

B Poctové operacie v mnozine komplexnych Eisel

2. Vypocitajte sucty a rozdiely komplexnych Cisel.

a) (2+3-i)+(4+6-i)= b) (-3+2-i)+(4-5i)+(-1-2-i)=
c) (-4-5-i)-(3+2-i)= d) (5-2-i)-(3-2-i)—(~4+i)=

e) (~1,2+i)+(-35+i)-(i-4)= £ (1-38-i))—(-15+0,2-i)+(2-i)=

Riesenie: Pouzite vedomosti o vyrazoch a pravidla pre pocitanie so zatvorkami.
a) (2+3-i)+(4+6-i)=2+4+3i+6i=6+9i

b) (~3+2-i)+(4—=5-i)+(~1-2-i)=-3+4—1+2i -5 —2i=-5i
c) (~4-5i)-(3+2-i)=-4-5/-3-2i=-4-3-5{—-2i=-T-7i
d) (5-2-i)-(3-2-i)—(~4+i)=5-2i-3+2i+4—i=6—i

e) (~1,2+i)+(-3,5+i)-(i-4)=—-12+i-35+i—i+4=-0,7+i

f) (1-38i)-(-1,5+02-i)+(2-i)=1-3,8 +1,5-0,2i +2i = 2,5 2i

Z rieSenia uloh vidime, ze pri suéte komplexnych c¢isel séitavame realne casti

a zvlast imaginarne €asti komplexnych &isel. Plati:
(a, +a, i)+ (b, +b,-i)=(a, +b)+(a, +b,)-i
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Pre rozdiel komplexnych Eisel plati taktiez: od€itavame realne €asti zvlast’
a imaginarne casti zvlast' Plati:

(@, +a, -i)— (b +b, -i)=(a, — b))+ (a, —b,) -

3. Vypocitajte hodnoty komplexnych Cisel.

a6 (yrsifea(1-3)= mas{-peZlea )
2 3 2 5 7 4

6-

3

5+3-i 4-2i 1-6-i 2 —i
c) + = d) =
2 5 4
RiesSenie: Pouzite vedomosti o vyrazoch a pravidla pre pocitanie so zatvorkami.
Zatvorky, v ktorych su komplexné Cisla, roznasobime a potom pokracujeme ako

v predchadzajucej ulohe.

a) 6-(%+z-i]+2-(1—§)=3+4i+2—i=5+3i

3
b)35-(—1+2)—4-(3+ij=—7+10i—3—4i=—10+6i
57 4
c)5+3-z+4—2z:25+151+8—4z:33+1ll:3’3+1,1i
2 5 10 10
g 1Z00 270 _4-24i-6+3 -2-21 1 7
3 4 12 12 6 4

Ku kazdému komplexnému ¢islu existuje €islo opaéné a €islo komplexne
zdruzené. Napriklad:

Komplexné cCislo Opacné Cislo Komplexne zdruzené Cislo
a=2+3i —a=-2-3i a=2-3i
b=-3+2i -b=3-2i b=-3-2i
c=—4-15i —c=4+5i c=—4+5;
Z=2z;+ 2, —zZ==z, =2, Ezzl—zzi

C Nasobenie a delenie, aplikacia v odbornom predmete

O imaginarnej jednotke i plati:

i=v—1 = (V=1) =-
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Precvi€ime si nasobenie a delenie komplexnych Cisel.

4. Vypocitajte:

a) (2+3i)- (4+6i)= b) (~3+2i)-(4-5i)=

c) (—4-5i)-(3+2i)= d) (5-2i)-(3-2i)=

e) (-1,2+i)-(-3,5+i)= f) (1-3,8i)-(-1,5+0,2i)=
1 2. 1 i 1 2i 3i

9 (3+37573)- -5+ 35 )-

RieSenia:

Pouzijeme vedomosti o vyrazoch a pravidla pre pocitanie so zatvorkami.
Zatvorky, v ktorych su komplexné Cisla, roznasobime (kazdy Clen s kazdym ¢lenom)

a potom upravime ¢len's i’ = (\/—_1)2 =-1.
a) (2+31)-(4+6-1)=8+12i+12i +18i%> =8+24i —18 =—10+24i
b) (-3+2:i)-(4=5-i)=—12+15i +8i —10i* =—12+23i +10=—2 +23i
c) (-4-5i)-(3+2-i)=-12-8i—151—10i> =—12-23i + 10 = -2 — 23
d) (5-2-i)-(3-2-i)=15-10i —6i +4i> =15-16i —4=11—16i
e) (-1,2+i)-(-35+i)=4,2-12i-35i +i> =42-4,7i—-1=32-47i
f) (1-38i)-(-1,5+0,2-i)=—1,5+0,2i +5,7i — 7,6i* =—1,5+59i + 7,6 =

1 2 N(1 i) 1 1.2 1, 1 —9+8 1
e A B Il e I e e R +—=
23 32/ 6 4 9 3 6 36 3
s .

( ] 2.1') (31') 3 62 —6 3
hy|——+—— || = |=—-—=— -
57 )15 25 35 35 25

5.Vypocitajte druhé mocniny komplexnych Cisel:

a) (2+3i) = b) (4-5i) = c) (-3+i) =
0 (ﬁjz_ N (i—4j2_ 0 (3+2ij2_

2 ) 3 ) 4 )
)] (ij —i"+2i' = h) 3-i°=2-i’ +4i° —6i" =
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RieSenie:

Znovu pouzijeme vedomosti o vyrazoch, pravidla pre pocitanie so zatvorkami
a s druhou mocninou dvojélena (a £5)’ =(a £ b)- (a£b)=a® +2ab+b>.
Zatvorky, v ktorych su komplexné Cisla, roznasobime (kazdy ¢len s kazdym ¢lenom)

2
alebo podra vzorca, a potom upravime ¢len s i° = («/— 1) =-1.

a) (2+3i) =(2+3i)-(2+3i)=4+12i +9* =4 +12i +9- (- 1)==5+12i

b) (4—5i)" =(4—5i)-(4—5i)=16— 40i + 25i> =16 — 40i + 25 - (— 1)=—9 — 40i

) (-3+i)=9-6i+i*=9—-6i+(—1)=8-6i

0 14i) 1+2i+i° 1421 i
2 4 4 2
" i—4)2_i2—8i+16_—1—8i+16_1_5_§_§_§
3 9 9 9 9 3 9
0 3+42i) _9+12i+4i° 9+12i-4 5+12i 5 3i
4 16 16 16 16 4
N\ 2 ) _ _
9N ) I L A it SO St S L
4 16 16 16 16

h) 3-i° =21 +4i° —6i*=3-(-=1)=2-(—i)+4i—6=-3+2i+4i—6=-9+6i

6. Zjednoduste vyrazy s imaginarnou jednotkou i:

a) (2i) +2-(3+2i)= b) —4-(—1+2i)—(5-i) =
&) () -(3i - 2)+ (47} = @ @ i) =
RieSenie:

a) (2i) +2-(3+2i)=4i’ +6+4i=—4+6+4i=2+4i
b) —4-(—1+2i)—(5-i) =4—8i —25i* =4 -8/ +25=29 - 8i
c) (i) -(3i—2)+(4i) =—1-(3i —2)+ 64i° ==3i +2 - 64i =2 — 67i

i i* 1 17
d) (—j +(2) —iP=— 487 +1=——8i+1=——8i
2 16 16 16
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7. Vypocitajte podiely komplexnych Cisel:

a)3+l= b)5_4l= c)—1+21: d) 5+z:
2+1i 1+ 2i 3—1i 4—3;
05+1 2,8—-0,4i 3i —4i

e = _—— —_— =
) 5i " —2i g)1+i )1—31'

RieSenie:

Pri podiele komplexnych Cisel pouzivame rozSirovanie zlomku — podielu komplexne
zdruzenym ¢€islom z menovatela zlomku.

Poznamka: komplexne zdruzené Cislo ma opacné Cislo v imaginarnej Casti Cisla,
napriklad:
a =2 —4i... k nemu komplexne zdruzené je Cislo a =2 + 4i

b =3+ 5i... k nemu komplexne zdruzené je Gislo b =3 —5i

. 34i_3+i 2-i_(3+i)-(2-i)_6-3i+2i-i i
240 2+4i 2-i (2+i)-(2-i) 2-2i+2i-i> 3 3 3

5—4i _5-4i 1-2i _5-10i-4i-8i> 13-14i 13 14

142i 1420 1-2i [—2j+2j—4i2 5 3 5
—142i  —142i 3+i _—3-i+6i+2i" —-5+5i

c) = =-0,5+0,5i

3—-i 3—i 340 943j_3j_;2 10
d)
5+i  S5+i .4+3i_20+4i+15i+3i2 _20+19i—3_17+19i_1_7+£l,
4-3i 4-3i 4+3i 16 —9i* 16+9 25 25 25
&) 0,5+ _ 0,5+ .2: 2,51 +251 _ 2,51-5 _ 2,51 +i:O,2—O,1i

Si 5 5i 251 -25 -25 25

_ . _ . . . .2 . .
f 2.8 0,4122,8 0,4z‘£:5,61 02,81 :5,6z+0,8:5,6z+O,8:O’2+1’4i

—2i —2i 21 -4 4 4 4
8.Vypocitajte:
ay st by >~

2+0 2-i 1-i 241

5+i 4-1i 6-2i 1-2i
c)—+—= - =

3—i S5+i 5+3i 1+i
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1+2z+3—z: f 1-6i 2—l:

e) — : ) :
3i 21 I 3

9. Vypocitajte hodnotu vyrazu:

VAR
a) 21 72 b) c)

Zy

ak su komplexné Cisla z;, =2 —4i, z, =5i, z; =5+1.

RieSenie:

a) Do vyrazu dosadime dané Cisla a postupne nasobime a ur¢ime podiel Cisel.

V tejto ulohe su z,,z,,z; oznaCenia komplexnych Cisel, nie su to oznaCenia realnej

a imaginarnej Casti komplexného Cisla.
z, -z, (2-4i)-(5i) 10i-20i* 10i+20

z, (5+1) 5+i 5+i
_1Oi+20.5—i_50i—10i2+1OO—20i_3Oi+10+100_110+30i_110+£i_
S5+i 5-i 25-i° 25+1 26 26 26

55 15,
=—+—i
13 13
b)
zy _ 2-4i 2-4i 2-4i 5-6i 10-20i-12i+24° 10-32i _
z,+z, Si+(5+i) S5+6i 5+6i 5-6i 25 -36i° 25+36
_10-32i _10 32.
61 61 6l
c)
z) 244 244 2+4i -5-4i -10-20i-8i-16i" —10-28i+16 _
z,—z; S5i—(5+i) —5+4i -5+4i —-5-4i 25-16i° 25+16

6-28i 6 28,
41 41 41

Komplexné Cisla sa pouzivaju v elektrotechnike na rieSenie obvodov napajanych
striedavym prudom. Komplexnymi €islami sa vyjadruju fazory v tzv. zlozkovom tvare

— v matematike algebrickom tvare A =a + jb .
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V elektrotechnike komplexné Cisla spominame aj s pojmami impedancia, admitancia
a zapisujusavtvare Z=R+ jX .

Z je impedancia

R je €inny odpor (rezistencia)

X je jalovy odpor (reaktancia)

J je imaginarna jednotka (v matematike je i)

Poznamka: upozorniujeme, Ze zapis komplexného Cisla 1—2-i a zapis 1 —2i
alebo 1— j -2 alebo 1— j2 oznaduju to isté komplexné ¢islo.

D Komplexné ¢isla - Goniometricky tvar

V tejto Casti pracovného listu si zopakujeme:
mmmp  Co je algebricky tvar komplexného &isla
=mmp Znazornenie komplexného cisla v pravouhlej sustave suradnic

=m=p Ako vznikol goniometricky tvar komplexného Cisla

==mp Co je algebricky tvar komplexného é&isla

Algebricky tvar komplexného Cisla a je zapis a=a,+a,-i, v ktorom:
a, je realna Cast’ komplexného Cisla

a, je Imaginarna Cast komplexného Cisla

i=+/—1 jeimaginarna jednotka

Priklady komplexnych Cisel:

a=3+5i Jehoredlna ¢ast je a; =3, jeho imaginarna ¢ast je a, =5.
b=-2+i Jehoredlna Cast je by = -2, jeho imaginarna ¢ast je b, =1.
c= \/E—i Jeho realna Cast' je ¢| = \/5 , jeho imaginarna Cast je ¢, = -1,

lebo —1-i=—i.

I |
d= 1 Jeho redlna ¢ast je d| =0, jeho imaginarna Cast je d, = 7R

=

1
lebo —
4
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=mmp Znazornenie komplexného ¢isla v pravouhlej sustave suradnic

Komplexné Cisla znazorfiujeme v pravouhlej sustave suradnic.
Obrazom komplexného Cisla je bod alebo vektor.

Realnu cast’ komplexného €isla zobrazime na os x (realna os),
imaginarnu cast’ komplexného Cisla na os y (imaginarna os).

Rovinu, ktorej bodmi su komplexné €isla, nazyvame Gaussova rovina.
Pomenovanie je po vyznamnom matematikovi 19. storoCia C. F. Gaussa.
Priklady komplexnych Cisel, ktoré znéazornime bodmi a vektormi:
a=3+5b=-2+i c=-4i d=3i e=4-1i

Najprv urCime realne a imaginarne Casti danych komplexnych €isel, potom im
priradime bod v sustave suradnic a nakoniec vektor.

Komplexné €islo Realna Cast' | Imaginarna Cast
a=3+5i 3 5
b=-2+i =7 1
c=-4i 0 -4
d=3i 0 3
e=4-—i 4 -1
A
50y a=3+5i
4l i
39 d=3i !
b=—2+i 1~ 1|, |
I I I I I I I I >
-3 -2 -1 0 1 3 4 5 X
e S ® e=4—i
21
_3_[
—4? c=-4i

C. F. GauB3 (Gauss) sa narodil ako syn murara a vodného majstra. Pocitat vraj vedel
Skoér ako hovorit. Ked mal tri roky, opravil zle spocitanu vyplatu. Ako devétrocny
Skolak dokazal za niekolko sekund spravne vypocitat sucCet vSetkych Cisel od jedna

Kolbask4 Viera Strana 9



do sto a odvodil aj vSeobecny postup pre vypocet suctu aritmetického radu. Ked' to
videl jeho ucitel, hned mu zohnal u¢ebnicu matematiky.

»Vysledky viastného premyslania st hodnotnejsie ako vsetka ziskana cudzia
mudrost. Zdroj: Internet

m==p Ako vznikol goniometricky tvar komplexného ¢Eisla
Ak znazornime komplexné Cislo v pravouhlej sustave suradnic, ziskame pravouhly
trojuholnik, ktorého dizku stran vieme urgit.
Ak oznacime uhol, ktory zviera vektor komplexného Cisla s kladnou €astou osi x,
vieme realnu aj imaginarnu ¢ast komplexného Cisla vyjadrit pomocou
goniometrickych funkcii tohto uhla.
Oznaceny uhol nazyvame argumentom komplexného Cisla.

A
y a=a +a,-i
(12 1T
[ a
\ [
°
0 a|x i’
Sil’laza—z:a—2 COSQ:&:L
[ \ai +a3 la| la? + a2

Poznamka:
»,oinus uhla je pomer protifahlej odvesny k prepone pravouhlého trojuholnika.
Kosinus uhla je pomer prilahlej odvesny k prepone pravouhlého trojuholnika.*

Absolutnu hodnotu komplexného Cisla urCujeme z pravouhlého trojuholnika

. 2
pomocou Pytagorovej vety: |a|” = ai +a3 , potom la| = Jai +as .

Vyjadrime si zo vztahov pre sinus a kosinus argumentu jednotlivé ¢asti komplexného
Cisla a dosadime do zapisu algebrického tvaru komplexného Cisla.

ay

al

a,

a

sina = :azz‘a‘-sina cosa = :alz‘a‘-cosa
a=a;+a,-i
a:‘a‘-cosaﬂa‘-sina-i

Potom je goniometricky tvar komplexného €islaa = ‘a‘ - (cosa +1-sin a).
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Priklad 1

Napiste v goniometrickom tvare gisla: a =5-5i, b=1 —\/5 ‘i, c=—-1+1.
Riesenie:

V zapise goniometrického tvaru Cisla je absolutna hodnota €isla a goniometrické
funkcie argumentu « .

Postupne urCujeme tieto prvky rieSenia ulohy.

a=5-5i Realna Cast je a; =5, imaginarna Cast je a, = 5.

Absolutna hodnota je ‘a‘ = \/012 + a% = \/52 +(- 5)2 =/50.

Sing = a -5 -5 -5 -1
ld N30 V2542 542 2
Funkcia sinus nadobuda zaporné hodnoty v kvadrante lll., IV., preto rieSenim su:

lIl. uhol & =180°+45° =225°
IV. uhol @ =360°—-45°=315°

5 5 5 1
FR ol I

Funkcia kosinus nadobuda kladné hodnoty v kvadrante I., IV., preto rieSenim su:
l. uhol o =45°
IV. uhol a =360°—-45°=315°

CosSa =

Argumentom komplexného c¢isla bude uhol zo IV. kvadrantu o =315°.

Potom goniometricky tvar komplexného ¢Cislaa je:

a =«/%-(cosl35°+i-sin135°)

RieSenie:
b=1-/3-i Realna Cast je b, =1, imaginarna Cast je b2 = \/5
Absolutna hodnota je ‘b‘ b +by =417 =V4=2.
-3
sin —
TR
Funkcia sinus nadobuda zaporné hodnoty v kvadrante lll., IV., preto rieSenim su:

1. uhol B =180°+60° =240°
IV. uhol B =360°-60°=300°

1
cosf = ‘b‘ 5

Funkcia kosinus nadobuda kladné hodnoty v kvadrante I., IV., preto rieSenim su:
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I. uhol B =60°
IV uhol 3 =360° - 60° = 300°

Argumentom komplexného ¢isla bude uhol zo IV. kvadrantu 5 =300°.

Potom goniometricky tvar komplexného cislabje:

b=2-(cos300°+i-sin300°)

RieSenie:
c=—1+i Reélna ¢ast je ¢; = —1, imaginarna ¢ast' je ¢, =1.
Absolutna hodnota je ‘c‘ = \/c12 +c; = \/(— 1)2 +12 =42,

siny = & _ 1

| V2
Funkcia sinus nadobuda kladné hodnoty v kvadrante ., Il., preto rieSenim su:
l. uhol y =45°
IIl. uhol y =180°—-45°=135°

V2
Funkcia kosinus nadobuda zaporné hodnoty v kvadrante 1., I, preto rieSenim su:

Il uhol y =180°—-45°=135°
lII. uhol ¥ =180°+45° =225°

Argumentom komplexného ¢isla bude uhol z II. kvadrantu y =135°.
Potom je goniometricky tvar komplexného €islac:

¢ =~/2-(cos135°+i-sin135°)
Precvi€ si vedomosti rieSenim uloh v tomto cviceni.

Cvicenie 1
NapiSte v goniometrickom tvare ¢isla: a =4—-4i, b=—1+ \/gz c=1-1,

dzx/g—i, e=—1.

Priklad 2
Napiste dané Cisla v algebrickom tvare:

a=5-(cos45°+i-sin45°) b=—-(cos120°+i-sin120°)

N | =
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¢ =~/2-(c0s210°+i-sin210°) d =2-(cos315°+i-sin315°)

RieSenie:

Algebricky tvar Cisla a je zapis a =a; +a, -i.

Takze urCime hodnotu goniometrickych funkcii pre dany argument a roznasobime
zatvorku absolutnou hodnotou komplexného ¢€isla.

V2 .\/5] 52 542
2+1- = + ¥

a —5-(cos45°+i-sin45°)—5-[

2 2 2
b:l-(cos120°+i-sin120°):l- 13 :—l+£-i
2 2 2 4 4

c—\/5-(005210°+i-sin210°)—ﬁ-[—ﬁ—l-ij——ﬁ—ﬁ-i

d —2-(cos315°+z'.sin315°)—2{%—?4]—ﬁ—ﬁ-i

Poznamka:
Pri rieSeni tychto uloh potrebujeme vedomosti o hodnotach goniometrickych funkcii
uhlov réznej velkosti. Pouzivame preto kalkulacky alebo tabulky.

Cvicenie 2

Napiste dané Cisla v algebrickom tvare:

a=3-(cos60°+i-sin60°) b :%-(cos150°+i-sin150°)

¢ =~/3-(c0s240°+i-sin240°) d =0,5-(cos330°+i-sin330°)
Priklad 3

1-i
Podiel komplexnych Cisel 1— vyjadrite v goniometrickom tvare.
+1

Riesenie:

Ulohu mézeme riesit dvomi spésobmi.

Prvy spésob: vypocCitame podiel Cisel v algebrickom tvare a potom vysledné Cislo
prevedieme na tvar goniometricky.

Druhy spésob: obe komplexné Cisla prevedieme na tvar goniometricky a potom
ur¢ime podiel €isel v goniometrickom tvare.

VVzhfadom na doterajSie vedomosti pouZijeme prvy spdsob.

1—i 1=i 1—=i 1-2i+i° 1-2i-1_-2i
1+i 1+i 1—i  1-4? 1-(-1) 2

Reélna Cast je a; =0, imaginarna Cast je a, = —1.
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Absolutna hodnota je ‘a‘ = \/alz +a; = \/02 +(- 1)2 =1.

sina:a—2:_—1:—1 ............. uhol a =270°
1

cosa:‘a—l‘:%:o ........... uhol a =90° alebo a =270°
a

Argumentom komplexného c¢isla bude uhol o =270°.

1-i :
Potom je goniometricky tvar podielu l—l =1 (cos270° +1i- s1n270°)
+1

Cvicenie 3

I
vyjadrite v goniometrickom tvare.

a) Podiel komplexnych Cisel

3i
b) Podiel komplexnych Cisel 1— vyjadrite v goniometrickom tvare.
+1

3
c) Podiel komplexnych Cisel \/5 ! - vyjadrite v goniometrickom tvare.
+1

d) Podiel komplexnych Cisel

vyjadrite v goniometrickom tvare.

Zeldm Ti vela tspechov pri riedent vloh,

Al ndjded chybu v rieSenyeh prikladoch, napts mi na
viera.kolbaska@omail.com.,

Neriedené cviCenin howzuLtuJ' ) stj im uBitelom matematrﬂl@g alebo wmi
napts,
poéLem TL \/gsLedhg,
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