Kruznica v analytickej ge ina poloha priamky a kruznice

O vzajomnej polohe priamky a kruznice sme sa ucili v planimetrii.
Tak ako pri vzajomnej polohe dvoch priamok sa vzajomna poloha uréovala pomocou poctu
spolo¢nych bodov.

seCnica:
2 spolocné body

dotycnica:
1 spoloény bod

nesecnica:
Ziaden spolocny bod

V zékladnej skole sa poloha priamky a kruznice vyjadrovala aj pomocou vzdialenosti
priamky od stredu kruZnice a polomeru.

V analytickej geometrii pracujeme s rovnicami priamky a kruznice, takZze ulohy na vzéjomnu
polohu priamky a kruznice sa rieSia pomocou sustav rovnic.

PodP’a poctu rieSeni, ktoré prezentuju pocet spolocnych bodov, robime zaver riesenia tlohy,
tzn. ¢i je priamka secnicou, nesecnicou alebo doty¢nicou kruzZnice.

Priklad 1A

Zistite vzajomnu polohu priamky p:x+2y =0 akruznice k: x? + y2 =4.
RieSenie:

Vz4jomnu polohu priamky a kruznice urcujeme podl’a poctu spolo¢nych bodov.
Kedze spolocné body maji vyhovovat’ aj rovnici priamky aj rovnici kruznice, rieSime
sustavu rovnic.

Pozndamka:
Priamka je dana vSeobecnou rovnicou, kruznica je dana rovnicou v stredovom tvare (jej stred
ma stiradnice [0;0] a polomer 2) .
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Sustava rovnic:
p:x+2y=0

k:x?+ y2 =4
Stustavu rovnic rieSime dosadzovacou metddou.
Najvhodnejsie je vyjadrit’ z rovnice priamky niektoru z neznamych a ti dosadit’ do

rovnice kruznice.

p:x+2y=0=x=-2y

k:x*+y? =4

Na miesto neznamej x v rovnici kruznice dosadime vyraz —2 y.
k: (— 2 y)2 + y2 =4 RieSime kvadraticku rovnicu s neznamou y.
4 y2 + y2 =4
5y =4 /:5

y2 :% Odmocnime.

[4 \ra e . —— . . g .
Vip =% 3 Mame dve rieSenia rovnice, takZe priamka je seCnicou kruznice.

Ak by sme chceli vediet’ suradnice spolocnych bodov (priese¢nikov priamky a kruznice),
vypocitame aj hodnoty nezname;j x.

4 . . L2 AW Ve
Dosadime vypocitan¢ hodnoty y,, = i\/; do rovnice priamky, pricom mézeme pouzit

vyjadrenie neznamej x =-2y.

4
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X1 =-2.
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Pri iprave zlomkov pouZivame
usmernenie zlomku:
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B yy =7
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RieSenie ulohy moZeme znazornit’ jednoduchym nacértom:
Kruznica ma stred S[0;0], polomer »=2.
Priamku méZeme narysovat’ pomocou dvoch bodov, ktoré na nej lezia: M[0;0], N[1;—0,5].

A

Y

v

Priklad 1B
Zistite vzajomnu polohu priamky p:y =2x a kruznice danej rovnicou x4+ y2 =125.

RieSenie: Vytvorime si sustavu rovnic, ktoru budeme riesit’ dosadzovacou metddou.

xz@IZS “«

x?+(2x)* =125
x* +4x? =125
5x* =125 /:5
xr=25 ——> X = +4/25 =45 Kvadratické rovnica ma dve

Do rovnice kruznice dosadime za premenntl y vyraz 2x.

rieSenia, priamka je se¢nicou kruznice.
Ak chceme vediet priese¢niky priamky a kruznice, vypoc¢itame hodnoty premennej y pre
jednotlivé hodnoty x.
X =5 ¥ =2-5=10 A[5,10]
X, =—5 y,=2-(=5)=-10 B[-5,-10]

Kolbask4 Viera Strana 3



Priklad 2

Zistite vzajomnu polohu priamky p:x+ y—1=0 akruznice k: X2+ y2 =1.
RieSenie:

Vz4jomnu polohu priamky a kruznice ur¢ujeme podl’a po¢tu spoloénych bodov.
RieSime sustavu rovnic.

Pozndamka:
Priamka je dana vSeobecnou rovnicou, kruznica je dana rovnicou v stredovom tvare (jej stred

ma stiradnice [0;0] a polomer 1) .
Sustava rovnic:
p:x+y—-1=0

k:x2+y2:1

Stustavu rovnic rieSime dosadzovacou metddou.
Vyjadrime z rovnice priamky niektoru z neznamych a ti dosadime do rovnice kruZnice.

px+y-1=0=>x+l-y

k:x2+y2=1

Na miesto neznamej x v rovnici kruznice dosadime vyraz 1 —y.
(l - y)2 + y2 =1 Druhtt mocninu dvojclena (1 - y)2 mdzeme pocitat’ pomocou

sucinu (1-y)* = (1-y)-(1-y)

(1-y)-(1-y)+y* =1 Roznésobime zatvorky — ,.kaZdy élen s kazdym*.
I-y-y+y*+y* =1
2y -2y=0  /:2
¥y -y=0
Kvadraticku rovnicu mozeme riesit’ rozkladom dvojclena na sucin, alebo pomocou
diskriminantu kvadratickej rovnice.

PouzZijeme rieSenie pomocou diskriminantu.
1-y2-1.y=0=a=1 b=-1 ¢=0
D=b*-4.a.c=>D=(-1-4-1.0=1

Kedze diskriminant je €¢islo kladné, rovnica ma dve rieSenia, takze priamka bude se¢nicou
kruZnice.

Ak chceme urcit’ suradnice spolo¢nych bodov, vypocitame korene rovnice:
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~b+A/D —(-1)£41 _1#1
Vp=—F7—"—"—"=>V12 = = = y =1 Y2 =0
2-a 2-1 2

Vypocitané korene kvadratickej rovnice dosadime do rovnice priamky, a tak ziskame prvé
suradnice spolo¢nych bodov.

p:x=1l-y
y=1=x=1-1=0 Al0;1]
Yy, =0=>x,=1-0=1 B[1;0]

Priese¢nikmi priamky a kruznice st body 4[0;1], B[1;0].

Pri rieSeni iloh na vzaijomnu polohu priamky a kruZnice je vhodné zapamitat® si udaje
uvedené v nasledujucej tabul’ke:

Priamka je: Priamka ma Ak ma kvadraticka AK je diskriminant

s kruZnicou: rovnica: kvadratickej rovnice:
seCnica 2 spolo¢né body 2 rieSenia vacsi ako 0
nesecnica 0 spolo¢nych bodov 0 rieSeni mensi ako 0
dotyc¢nica 1 spolo¢ny bod 1 rieSenie rovna sa (
Priklad 3A

Zistite, kol’ko spolo¢nych bodov ma priamka p: y = x —3 s kruznicouk : x* + (y - 1)2 =9.
RieSenie:

Je dobré uvedomit’ si, ze priamka je dand smernicovou rovnicou a kruznica rovnicou

v stredovom tvare (jej stred je S[O;l] a polomer je r = 3).

Ak mame zistit’, kol’ko spoloénych bodov mé priamka s kruznicou, rieSime ulohu na
vzajomnu polohu priamky a kruzZnice. A tak ulohu mézeme riesit’ sustavou rovnic.

p:y=k-3 Vyraz x —3 dosadime z rovnice priamky do rovnice kruznice za y .

kx+(
k:x® +(x

kx+

\o

Druhtt mocninu dvoj¢lena mézeme pocitat’ ako sucin tych istych dvojclenov:

(x—4) =(x—4)-(x—4) alebo pouzijeme vzorec (¢ —b)’ =a*> ~2-a-b+b*.

Kolbask4 Viera Strana 5



kix?+(x—4)-(x-4)=9

X'+ x> —4x—-4x+16=9
Po tpravach ziskame kvadratickt rovnicu.

2x? —8x+7=0

Kvadraticku rovnicu vyrieSime pomocou diskriminantu.

2x> —8x+7=0=>a=2 b=-8 c=17

Potom:

D=b>—-4ac=(-8)-4.2.7=64-56=8

Ked'Ze diskriminant rovnice je kladné ¢islo, rovnica bude mat’ 2 rozne realne korene, ¢o
znamena, ze priamka bude mat’ s kruZnicou 2 spolo¢né body.

Priklad 3B

Zistite siradnice priese¢nikov priamky p:x—y+3=0 akruznice k: X%+ y2 -9=0.
RieSenie: Vytvorime si stistavu rovnic, ktort budeme riesit’ dosadzovacou metddou.
x4+ y2 -9=0

x—y+3=0 Z rovnice priamky vyjadrime premennu y, y=x+3.

() x+3 —

2 +(x+3)-9=0 Umocnime vyraz x +3, (x+3)* = x> +6x+9.

Do rovnice kruznice dosadime za premennu y vyraz x + 3.

X +xt+6x+9-9=0
2% +6x=0  /:2
x2+3x=0
Kvadraticku rovnicu mozeme riesit pomocou diskriminantu alebo rozkladom na stcin.
Ukézeme si rozklad na sucin:

x243x=0
X (x + 3) =0
Méme vypocitané prvé suradnice spolocnych bodov priamky a kruznice, vypocitame este
druhé suradnice:

x =0 ¥ =0+3=3 A[0,3]

Xy =-3 Y, ==3+3=0 B[-3,0]

x1=0 X2:_3

Kolbask4 Viera Strana 6



Priklad 4

Vypo¢itajte vel’kost’ tetivy, ktora vytina na kruznici k: x> + y* +2x -4y —4 = 0 priamka
dand parametricky p:x=1-¢, y=2+¢.

RieSenie:

KruZnica je dana v§eobecnou rovnicou, priamka je dana parametricky.

Preto je vhodné dosadit’ do rovnice kruznice za nezname x a y vyjadrenia z parametrickej
rovnice.

x=1-t =2+t

5 5 Tetiva je ¢astou seénice kruznice,
k:x"+y +2x—-4y—-4=0 . .y s
je to usecka spajajuca priesecniky

) ) priamky a kruznice.
Ziskame rovnicu:

(1=t +@2+t) +2-(1-1)-4-2+1)-4=0

Umocnime a zjednodu$ime rovnicu:
1-20+12 +4+4t+1> +2-2t—8—41-4=0

2% —4t-5=0
RieSime pomocou diskriminantu:

2t —44-5=0 a=2 hb=-4 c¢=-5

D=b*—4ac=(-4) -4.2-(-5)=16+40=56

-b+ + +
_ b—*@:“—*/%:“—zm:lio,s\/ﬁ

Korene rovnice si : /1.2 24 4 4

Spolo¢né body priamky a kruZnice ziskame dosadenim koreniov rovnice do parametrickych
rovnic priamky:

tl =1+ O,SN/E

x=1-t, =1-(1+0,5v14)=-0,5/14

y=2+1,=2+(1+05V14)=3+0514 A|-0.5714;3+0,5414]

t, =1-0,5J14
x=l-t, =1-(1-0,5V14)= 0,514
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y=2+1y =2+ (1-0,5V14)=3-0,514 B|0,5114;3-0,5/14]

Velkost tetivy vypocitame Tomocou vzdialenosti bodov:

al-0.5V14:3+0,514] Blo5v14:3-0,5414]

Cvicenie 1

Zistite vzajomnu polohu priamky a kruznice:

a)p:y:3x,k:x2+y2=160 b)p:y:—Zx,k:x2+y2:80
c) p:y=>5x, k:x2+y2—26:O d) p:y=-4x, k:x2+y2—68=0
Cvicenie 2

Zistite suradnice prieseCnikov priamky a kruznice.

a) p:x+y—-4=0, k:x2+y2—8=0 b) p:x+y=2, k:x2+y2—4=0
c)p:2x+y:0,k:x2+y2=3 d)p:x—y—le,k:x2+y2=5
Cvicenie 3

Zistite suradnice priesenikov priamky a kruznice.

a) p:x=1—-t, y=2+t¢t, k:x2+y2—8:O

b) p:x=t, y=-1-2¢t, k:x2+y2—4:O

c) p:x=4, k:xz—i-y2 =25

d)p:y:\/z,k:xz—i-yz:S
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