Odchylka pr - uhol vektorov
Kolmost | < - vektorov
1e)

V analytickej geometrii sme hovorili o vzajomnej polohe priamok a vtedy sme si
povedali, Ze vzajomnu polohu priamok m6Zeme urcovat’ nielen pomocou spoloénych
bodov ale aj pomocou uhla, ktory priamky zvieraju.

Vieme, Ze ak st priamky na seba kolmé, zvieraji pravy uhol — uhol o vel’kosti 90°.
Ak st roznobeZné, tak zvieraju ostry uhol — uhol viési ako 0° a mensi ako 90°.

AKk st rovnobezZné rozne ...... ukazeme si na priklade.

AK sUl totoZneé ........ceeevueeesnneene ukazZeme si na priklade.

roznobezné priamky ... ostry uhol

rovnobezné rézne priamky ... ?

totozné priamky ... ?

B

priamky na seba kolmé ... uhol 90°

Co potrebujeme vediet'?

> Rovnice priamok (vSeobecna, smernicova, parametrické)
» Vektory, ktoré urcuju priamky (smerové, normalové)

» Vzorec na vypocet uhla vektorov
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Rovnice priamok

Rovnica

Vektory

normalovy ﬁ(a; b)

vSeobecna ax+by+c=0 N
smerovy vektor u(—b;a)
smernicova y=hkx+gq normalovy n(k;—1)
X=x,+t-uy smerovy u(u,;U, )
parametrické

Y=y, tt-u,

normalovy 2(—112 ;U;)

.

Vzt’ah medzi normalovym a smerovym vektorom:

Ich skaldrny sicin je 0.

Vzorec pre vel’kost’ uhla ¢ dvoch vektorov u (ul ,u2) a \7(\/1 ,Vz) :

uy-vy+upy-vy

cosQ =

\/u12 +M22 '\/V12 +V2

2

Pre vypocet odchylky (vel’kosti uhla) dvoch priamok,

vZdy vyberame dvojicu rovnakych (druhovo) vektorov.

Pri odchylke priamok, ked’Ze uhol je z 1. kvadrantu, divame citatel’a do absoliitnej

hodnoty: COSQ@ =

V

2 2 2 2
u, +u, -\/v1 +V,

PRIKLAD 1 Vypotitajte odchylku priamok p:2x+y—1=0aqg:—x—-3y+5=0.

RIESENIE:

Potrebné vypocty:

1. Uréenie druhu rovnic

2. Urcenie vektorov z rovnic

3. PouZzitie vzorca na vypocet uhla dvoch vektorov
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Ad 1 Urcenie druhu rovnic

Obe priamky su typu ax + by + ¢ = 0 tzn. stt dané vseobecnou rovnicou.

Ad 2 Urcenie vektorov

Uréime normalové vektory 7n(a;b).

£ %
p:2x+y—1=0:>2-x+i-y—l=0 ..... np(z,g)
f — %
q:—x—3y+5:0:>—l-x—i-y+5:0 ..... nq(—l,—3)
Ky

Ad 3 Pouzitie vzorca na vypocet uhla dvoch vektorov upraveného na odchylku priamok

2 2 2 2

COS @ =

Nech 7,(2,1) = (2,1)

an,(~1,-3)=v(-1,-3).
2-(-1)+1-(=3)
V22 412 (1) +(=3)

-5 5 A2
cCosSQ = = = =0,7071
Y= 50 V50 2

@ =cos ' 0,7071=45°

Cos @ =

Velkost’ uhla medzi vektormi je 45°. TEDA ODCHYLKA PRIAMOK JE 45°,

PRIKLAD 2 Zistite, ¢i st priamky p:Xx+3y—1=0a g:y =3x—35 na seba kolmé.
RIESENIE:

Ak mame zistit, i st priamky na seba kolmé, mo6zeme pouzit’ dva postupy:
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1. Ur¢it uhol vektorov tychto priamok (¢i je 90°).
2. Ur¢it’ skalarny sicin vektorov (ak je 0, su na seba kolmé).

Podla mia je najlepSie urcit’ skalarny sucin vektorov, tzn. uy - vy +uy - v , kde

u (ul Uy ), \7(\/1 ,V2) st alebo normalové, alebo smerové vektory priamok.

Potrebné vypocty:
1. Ur¢it’ druh rovnice priamky
2. Ur¢it’ vektory priamok

3. Ur¢it’ skalarny sucin priamok

Ad 1. Ur¢it’ druh rovnice priamky
Priamka p : X+ 3y —1 =0 je dana vieobecnou rovnicou ax + by +c =0.

Priamka ¢ : ¥ = 3X — 5 je dané smernicovou rovnicou y = kx +¢q .

Ad 2. Ur¢it’ vektory priamok

Normélovy vektor priamky p:x+3y—-1=0=>1-x+3-y—-1=0 .. 6(1,3)

Normélovy vektor priamky ¢ : y =3x—-5=>3-x—-1-y-5=0 ... ZB’_I)

I

3. Ur¢it’ skalarny sucin priamok

n,(1,3)=u(1,3)

n,(3,-1)=v(3,-1)

u v +u, v,=1-3+3-(-1)=3-3=0
A

AK JE SKALARNY SUCIN VEKTOROV ROVNY 0, TAK SU VEKTORY NA SEBA KOLME,

TAKZE AJ PRIAMKY SU NA SEBA KOLME.
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3
PRIKLAD 3 Zistite, ¢ sﬁpriamkyp:y=§x—1 a q:x=1-Tt;y=-2+3¢

rovnobezné rozne.
RIESENIE:
Ak méme zistit, ¢i si priamky rovnobezné rézne pomocou odchylky priamok, pouzijeme

nasledujice vypocty.

Potrebné vypocty:
1. Urcéenie druhu rovnic
2. Urcenie vektorov z rovnic

3. Pouzitie vzorca na vypocet uhla dvoch vektorov

Ad 1 Urcenie druhu rovnic
Priamka p:y = g X —1 je dana smernicovou rovnicou y = kx+ ¢ .

q:x= 1-7t X=x,+t-u,
Priamka je dana parametrickymi rovnicami .
y=—2+3t y=y,+t-u,

Ad 2 Urcenie vektorov
Ur&ime normalové vektory 71(a;b).
Smernicovll rovnicu priamky p upravime na vSeobecnil rovnicu (nebudeme musiet’

pracovat’ so zlomkom).
p.

3
=—x—1 /-5 .
Y 5

S5y=3x-5 /—3x+5
—-3x+5y+5=0

Z parametrickych rovnic priamky ¢ odcitame smerovy vektor a z neho odvodime normélovy

vektor.

Kolbaska Viera Strana 5



Vzt’ah medzi normalovym
qg:x=1-7-¢ s — a smerovym vektorom:

Ich skaldrny sucin je 0.

\.

Ad 3 Pouzitie vzorca na vypocet uhla dvoch vektorov upraveny pre priamky

‘ul "V, T U, 'Vz‘

2 2 2 2
\/ul +u, -\/Vl +V,

COs @ =

Nech n (~3,5)=a(-3,5)

an,(-3%-7)-9(-3,-7).

Potom:
-3-(-3)+5-(-7)

V=3 457 (=3F + (= 7)
Potom:

CosSQ = ‘_ 26‘ = 26
V34-4/58 1972

@ =cos ' 0,5855 =54,16° = 54°10’

COS @ =

=0,5855

VELKOST UHLA MEDZI VEKTORMI JE PRIBLIZNE 54°10°, CO JE OSTRY UHOL A PRIAMKY

SU TEDA ROZNOBEZNE, NIE SUROVNOBEZNE ROZNE.

PRIKLAD 4 Zistite, ¢i sapriamky p:y=x—1a g:x=2+1t;y =1+ totozné.
RIESENIE:

A. Ukazeme si najprv rieSenie podl’a po¢tu spolo¢nych bodov.

Jedna z priamok je dan4 smernicovou rovnicou, druhd parametrickymi rovnicami.

Vicsina zo Studentov si oba druhy rovnic upravi na vSeobecné rovnice a potom riesi sistavu

rovnic. Urobime to tiez tak.
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p:y=x-1 /—x+1

- x+y+1=0

q:x=2+t
y=1+t¢ /-(—=1)  Pouzivame s¢itaciu metodu.
xX=2+t

—y=—1-t¢

x—y=2-1

x—y-1=0

Teraz vytvorime zo vSeobecnych rovnic sustavu a vyrieSime ju s¢itacou metddou.

p: —-x+y+1=0

q: x—y—-1=0
0+0+0=0
0=0

Vys$la nam pravdiva rovnost’, sistava ma nekonecne vela rieSeni, tzn. priamky maju
9

nekonecény pocet spolo¢nych bodov, st totoZné.

B. Ak mame zistit’, ¢i su priamky totozn¢ pomocou odchylky priamok, pouzijeme
nasledujuce vypocty:
1. Urcenie druhu rovnic
2. Urcenie vektorov z rovnic

3. Pouzitie vzorca na vypocet uhla dvoch vektorov

Ad 1 Urcenie druhu rovnic

Priamka p:y = x —1 je dana smernicovou rovnicou y = kx+¢.

X=x,+t-u
y=y,ti-u, |
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Ad 2 Urcenie vektorov

Urcéime normalové vektory.

p:y=x—-1=1.x-1 .. Z:(k;—l)z(l;—l)

Z parametrickych rovnic priamky ¢ od¢itame smerovy vektor

a z neho odvodime normalovy vektor.

qg:x=2+t=2+1-¢ ~ —
y=1l+t=1+1-¢

\.

Vztah medzi normalovym
a smerovym vektorom:

Ich skalarny sucin je 0.

N

Ad 3 Pouzitie vzorca na vypocet uhla dvoch vektorov upraveny pre priamky

CoOS @ =
¢ 2 2 2 2

Nech 71, = (L;=1) = @(1,-1)

an, (~11)=v(-1,1).
Potom:

LD+ (1)1

Cos @ =

Potom:
cos@ = ‘_2‘ _ 2 =1
T2 Va
p=cos ' 1=0°

VELKOST UHLA MEDZI VEKTORMI JE (° .

PRETO, AK SU PRIAMKY TOTOZNE, ICH ODCHYLKA MUSi BYT 0°.

e ey e
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NA PRECVICENIE UCIVA RIESTE ULOHY ZO ZBIERKY 2:
UHOL VEKTOROV OD STR. 118
ODCHYLKU PRIAMOK OD STR. 143

ZISTITE VTEDY, AKY UHOL ZVIERAJU ROVNOBEZNE ROZNE PRIAMKY.
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