Vzajomna poloha analytickej geometrii

O vzajomnej polohe priamok v dvojrozmernom priestore — v rovine sme sa uz ucili.
Vzajomnu polohu sme urcovali podl’a poc¢tu spolo¢nych bodov.

Pripomenime si poznatky z tejto oblasti tabul'kou.

Opis polohy dvoch priamok v rovine
Matematicky zapis polohy
podl’a poctu spolo¢nych bodov
Priamky st totoZné (rovnobezné splyvajice). < >
Priamky maji nekonecny pocet spolo¢nych bodov.
pMNg=p=qg
Priamky st rovnobeZné (rovnobezné rozne).
Priamky nemaja spolo¢né body.
rilq
pNg=9
q
A
Priamky st r6znobeZné. »
Priamky majua spolo¢ny prave jeden bod,
ktory nazyvame priesecnik.
PY 4
Aepnyg

Aj v analytickej geometrii vzajomnu polohu ur¢ujeme pomocou poctu spolo¢nych bodov,
ale mame aj inl moZzZnost’.

Vzéajomnu polohu mézeme opisat’ aj pomocou vektorov (smerovych, normalovych) a uhla,
ktory priamky zvieraju (uhol ur¢ujeme ho pomocou vektorov, hlavne v pripade, ked’
zistujeme kolmost’ priamok).

UkaZeme si zatial’ dva sposoby.
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Priklad 1
Zistite, ¢i su priamky p:2x—-5y—4=0 a g:y =4x—8 roznobezné.
RieSenie:
Roznobeznost’ urc¢ime pomocou poctu spolo¢nych bodov. Urcovanie poctu spolo¢nych
bodov realizujeme riesSenim sdstavy rovnic, ktorymi su dané obe priamky. Spolo¢ny bod —
jeho suradnice — musia vyhovovat’ obom priamkam.
Ststavu mdzeme riesit’ rtdznym spdsobom:
- dosadzovacou metodou
- stitacou metddou
- determinantmi matic

My budeme pouzivat’ s¢itaciu metodu.

p:2x-5y—-4=0 Obe rovnice priamok upravime tak, aby ,,na Pavej
g:y=4x-8 strane boli premenné a na pravej konsStanty*.
Aby sa s¢itanim rovnic odstranila jedna

2x—5y=4 premennd, musime rovnice upravit’.

—dx+y=-8 Ak chceme odstranit’ y, tak musime druhti rovnicu
l vynasobit’ ¢islom 5.
Sy —d Rovnice mozeme scitat’,
XTRr= lebo -5y+5y=0

-20x+5y=-40
2x—-20x=4-40

—18x=-36

x=2

Ststava ma jedno rieSenie, priamky st réznobezné.
Ak chceme urcit’ spolo¢ny bod (priesecnik), pocitame aj druhii premennt.

Dosadime vypocitana hodnotu x do niektorej z rovnic priamok. Vhodna je priamka g.

q:y=4x—8 —» y=4.2-8=8-8=0 —> Priesetnik je 4[2;0].
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Poznamka:

Priamka p:2x—5y—4 =0 bola urena v§eobecnou rovnicou.

Priamka ¢ : y = 4x —8 bola uréena smernicovou rovnicou.

Priklad 2

Zistite, ¢i su priamky p:3x+y—-5=0, g:6x+2y+7 =0 rovnobezné.
RieSenie:

Rovnobeznost’ ur¢ime najprv pomocou poctu spolo¢nych bodov.
Budeme riesit’ sustavu rovnic.

p:3x+y-5=0 /+5

q:6x+2y+7=0 /-7

p:3x+y=5 /- (-2)
q:6x+2y=-7

p:—6x—-2y=-10
Rovnice mdzeme scitat’.

q: 6x+2y=-7
0+0=-17
0=-17

Pri rieSeni sustavy vysla nepravdiva rovnost’, siistava nema rieSenie, neexistuji spolo¢né

body tychto priamok, a tak su priamky rovnobeZné rozne.

Priklad 3

Zistite, ¢i su priamky p:y=2x-3, g:4x—2y—6=0 totoZné.
RieSenie:

TotoZnost’ ur¢ime taktiez pomocou poctu spoloénych bodov.
Budeme riesit’ sustavu rovnic.

p:y=2x-3 /-2x

q:4x-2y—-6=0 /+6

pi—2x+y=-3 /-2
qg: 4x-2y=6
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pi—4x+2y=-6

Rovnice mdzeme scitat’.

qg: 4x-2y=6
Ox+0y=—6+6
0=0

Pri rieSeni sustavy vysla pravdiva rovnost’, sistava ma nekonecne vel’a rieSeni, priamky

maju nekonecne vela spolo¢nych bodov, a tak su priamky totoZné.

Pozrime sa teraz na iny sposob rieSenia uloh na vzaijomnu polohu priamok, na vektory,

ktoré vieme odcitat’ z uvedenych priamok.

Informacie si vloZme do tabul’ky.

Norma-
Pri VSeobecné rovnice lové Vzt’ah medzi Absolutny ¢len Vzijomna
riklad . . .
priamok vektory vektormi c poloha priamok
n(a; b)
p:2x—5y—-4=0| np(2;-5) _ _
. Su linearne 4 Su
p— nezavislé. roéznobezné.
q:=4x+y+8=0 | n (-4l) 8
. _5_ ey Ak g vydelime 2
3x+ = . ’
p:3x+y-3=0 p &) St linearne potom
s Zavislé: c, = 3,5 Si rovnobezné
. _ - - — c.=-5 rozne.
q:6x+2y+7=0| n,(6;2) ng=2-n, P
Koeficienty su
rézne.
p:—2x+y+3=0| - ) Ak g vydelime
np(=21) —2, potom
3 — c,=c,=3su
q:4x—-2y—6=0 | n,(4;-2) -

Ak mame ur¢it’ vzajomni polohu dvojice priamok pomocou vektorov, tak zist'ujeme, ¢i

su vektory linearne zavislé alebo nezavislé. Ak su vektory linearne zavislé, zistujeme aj

hodnotu ¢lena ¢ vSeobecnych rovnic priamok ax+by+c=0.
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Priklad 4

Uréte vzajomnu polohu priamky p:x—3y+4 =0 a priamky danej parametrickymi

rovnicami ¢g:x=1-5t y=3+2¢.

Riesenie:

I. PouZijeme informacie z tabul’ky a ulohu si vyrieSime pomocou vektorov.

Potrebné vypocty:
1. Urcenie normalovych (alebo smerovych) vektorov priamok.
p:x-3y+4=0 ... n, (1;-3)
qg:x=1=-5¢t y=3+2t ... ur¢ime smerovy a potom
normalovy vektor
u, (=5:42) — n,(+2;5)
2. Zistenie, Ci su vektory linearne zavislé alebo nezavislé.

n,(+2;5)=k-n,(1;-3)

Pre normalovy a smerovy vektor
priamky ax+by+c=0 plati:
n(a;b)  normalovy vektor

u(—b;a) smerovy vektor

2+ —g vektory st linedrne nezavislé

2=k-1 k=2
S
5=k-(-3) k=-=
3
Ked’ze st vektory linearne nezavislé, priamky st roznobezné, urcenie ¢lena ¢ nie je
potrebné.
Poznamka:

Vo vSeobecnej rovnici priamky su normalové vektory.

V parametrickych rovniciach su smerové vektory priamky.

Je dolezité zapamitat’ si, ze pouzit pri rieSeni ulohy musime vektory rovnakého druhu.

I1. Teraz ulohu vyrieSime pomocou poctu spolo¢nych bodov (Priklady 1, 2, 3)

RieSime sustavu rovnic:
p:x-=3y+4=0
qg:x=1=-5¢t y=3+2¢

KedZe rovnice priamok st ré6zneho typu, pouzijeme dosadenie x =1-5¢a y =3+2¢

z priamky g do priamky p:x—3y+4=0.
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(1-5¢)-3-(3+2t)+4 =0 RieSime rovnicu s neznamou .
1-5t-9-6t+4=0
-111-4=0
_4
11

Kedze t je ¢islo rozne od 0, priamky st r6znobeZzné a ak chceme urcit’ ich priesecnik, tak

=

dosadime ¢ do parametrickych rovnic priamky g¢.

x=1—5t:1_5.(_1i1j:1+20_11+20_31

11 11 11
posearmsea )z B B82S
11 11 11 11

Priese¢nikom priamok je bod P{%,%} :

Priklad 5
Urcte vzajomnu polohu danych priamok.

p:—12x+6y+15=0

q:8x—-4y+6=0

r:4x-2y-5=0

s:x+2y+3=0
RieSenie:
Pri rieSeni tejto ulohy je vhodné pouzit’ vztahy medzi normalovymi vektormi danych
priamok. Zaujimat’ nas bude, Ci su vektory linearne zavislé alebo nezavislé.
Pri zistovani, ¢i st dvojice vektorov linearne zavislé alebo nezavislé, sme zistovali, ¢i jeden
z vektorov je nasobkom druhého vektora.
My si urychlime rieSenie tohto vztahu tak, Ze rovnice priamok podelime najvic¢sim
spolo¢nym delite’om nasobkov x a y (tzn. suradnic normalovych vektorov; a a b v rovnici

ax + by +c=0).
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p:—12x+6y+15=0 /:(—6)
2x-y-25=0=n,(2;-1)

Priamky p a g st rovnobeZné rozne:
- maju rovnaké normalové vektory

_&leny 2,5#1,5
q:8x—-4y+6=0 /:4
2x—y+15=0=n,(2-1) Priamky g a r st rovnobeZné rozne:

- majui rovnaké normalové vektory
r:4x-2y-5=0 /:2
- Cleny -2,5# 1,5
2x-y-25=0=n,(2;-1)

Priamky p a r st totoZné:
s:x+2y+3=0=n,(1;2)
- maju rovnaké normalové vektory

-Cleny -2,5=-2,5

Priamka s je roznobeZna so vSetkymi
priamkami.

Priklad 6
Urcte vzdjomnu polohu danych priamok. Ak st r6znobezné, uréte suradnice ich priesecnika.
pix=-3+5t qg:x=-3-s
y=1+2t y=2+s
RieSenie:
Vicsina Studentov ulohu riesi tak, Ze si,,premenia parametrické rovnice priamok na
vSeobecné rovnice a urcia pocet spolocnych bodov tychto priamok, tzn. rieSia sustavu rovnic

s nezndmymi x a y*.

p: q:

x=-3+5 /-2 x=-3-s

y=1+2¢ /- (-5) y=2+s
2x=-6+10¢ x+y=-1

—5y=-5-10¢

2x-5y=-11

Rovnice, ktoré sme ziskali ,,nie su uplne vs§eobecnymi rovnicami*, ale budeme riesit’ sustavu

rovnic a pre tu su vhodné.
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p:2x-5y=-11

qg:x+y=-1 /+5
2x—=5y=-11
Sx+5y=-5
Tx=-16
xX= —g Ststava bude mat’ len jedno rieSenie, priamky su preto roznobeZné.

Méme zaroven prvi suradnicu prieseénika, ur¢ime si eSte druhu suradnicu.

Druhu siradnicu ur¢ime tak, ze dosadime do jednej z rovnic (vhodna je g: x+y =—1)

N . . 16
vypocitanil prvua stradnicu x = = :
16
-——+y=-1 /-7
- y
-16+7y=-7 /+16 9
Suradnice prieseénika s x=——, y=—.
7y =9 /7 7 7
_2
4 7

Na precvicenie Ulofy 20 zbierky 2

str. 134/6.3.1, 6.3.2, 6.3.5
str. 135/6.3.6, 6.3.8, 6.3.9, 6.3.11

Ak budete mat’ problémy s rieSenim tloh, napiSte na meil:

viera.kolbaska@spsehalova.sk
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